Число степеней свободы определяет минимальное количество независимых переменных, необходимых для полного описания состояния механической системы. При движении материальной точки изменяются со временем ее положение в пространстве, определяемое радиусом-вектором 
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 ее скорость 
[image: image2.wmf],

dr

v

dt

=

 ускорение 
[image: image3.wmf]2

.

2

dr

dt

 Радиус – вектор состоит из трех компонент, которые совпадают с ее декартовыми координатами 
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 Таким образом, число степеней свободы системы 
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 материальных точек равно 
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 Любые 
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 величин 
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 определяющие положение системы называют ее обобщенными координатами, а их производные по времени 
[image: image9.wmf]t

 – обобщенными скоростями. Вторые производные по времени называют обобщенным ускорением. Уравнения движения – уравнение, связывающее ускорение с координатами и скоростями.
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где 
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 – совокупность всех координат, скоростей и ускорений. 
Механическое состояние системы считается определенным в некоторый момент времени 
[image: image12.wmf]',
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если оно позволяет предсказать положение в последующие моменты времени. С помощью (1) можно по значениям обобщенных координат и скоростей, заданным в момент времени 
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 определить в этот момент времени и значения обобщенных ускорений. То есть соотношения (1) разрешимы относительно 
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Действием по Гамильтону называют функционал 
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где 
[image: image17.wmf].
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 – функция Лагранжа, а 
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 – моменты времени, в которых механическая система занимает положения 
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Принцип наименьшего действия или принцип Гамильтона:

          Механическая система, для которой задана функция Лагранжа 
[image: image20.wmf].
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 движется таким образом, что закон её движения доставляет минимум функционалу
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называемому действием по Гамильтону. 
          Необходимым условием достижения функционалом (2) действия экстремального значения является равенство нулю его вариации
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          Решим поставленную нами вариационную задачу, для чего вычислим полную вариацию функционала действия и приравняем её к нулю
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          Так как для вариаций справедливы все операции над бесконечно малыми величинами, преобразуем (3) к виду
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          Исходя из определения обобщенной скорости
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          Тогда в (4) получим
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          Второе слагаемое интегрируется по частям
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          В начальном и конечном положении системы мы не варьируем закон движения, поэтому вариации обобщенных координат в начальном и конечном положении равны нулю
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          Тогда, получаем уравнение
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          При произвольных пределах интегрирования равенство нулю определенного интеграла обеспечивается равенством нулю подынтегральной функции
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          С учетом того, что вариации обобщенных координат независимы, (6) справедливо только в случае равенства нулю всех коэффициентов при вариациях, то есть
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           Если умножить каждое из уравнений на (-1)
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          Эта система дифференциальных уравнений в механике называется уравнениями Лагранжа. В вариационном исчислении подобные уравнения называют уравнениями Эйлера. 

          Запишем свойства функции Лагранжа.
          Если рассматривать две системы, которые никак не взаимодействуют как одну, то функция Лагранжа будет представлять собой сумму функции Лагранжа исходных систем.
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          Умножение функции Лагранжа механической системы на произвольную постоянную не отражается на уравнениях движения этой системы.  
          Рассмотрим функцию 
[image: image34.wmf]'
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которая отличается от 
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 на полную производную по времени от какой-либо функции координат и времени.
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          Тогда 


[image: image37.wmf]111

(2)(1)

21

222

''

..

(,,)(,,)(,)

(,)(,)

ttt

ttt

d

Sf

dt

ff

LqqtdtLqqtdtqtdt

Sqtqt

=

=+=

=+-

òòò

rrrrr

rr


Вывод закона сохранение импульса из принципа наименьшего действия и однородности пространства
          Рассмотрим функцию Лагранжа 
[image: image38.wmf].
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 Выберем для рассмотрения прямоугольную декартову систему координат. Тогда для любой частицы 
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          Используя однородность пространства, мы можем дать всем радиус-векторам частиц одинаковое приращение, которое не будет влиять на уравнения движения: 
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 Это значит, что вид функции Лагранжа не изменится:
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          Так как приращение не влияет на уравнения движения, вариация функции Лагранжа должна быть равной нулю
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          С учётом того, что вектор 
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 произвольный, последнее требование выполняется при 
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          Воспользуемся уравнением Лагранжа (7): 
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          Это означает, что сумма, стоящая под знаком дифференциала, — постоянная величина для рассматриваемой системы. Сама сумма и есть суммарный импульс системы:
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          Учитывая, что лагранжиан свободной частицы имеет вид 
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